Analisis Matematico |

Espacios métricos y espacios normados

Javier Pérez Gonzalez

UNIVERSIDAD DE GRANADA
DEPARTAMENTO DE ANALISIS MATEMATICO

hugr

Universidad
de Granada

September 1, 2012



Distancias y normas

Dados dos vectores X = (X1, X2, ...,%n), Y = (Y1,Y2,...,Yn) se define su
producto escalar por:

n
(X|Y) = Z XkYk = X1Y1 + X2Y2 + -+ + XnVn
k=1

Este producto escalar se llama producto escalar euclideo.
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Distancias y normas

Dados dos vectores X = (X1, X2, ...,%n), Y = (Y1,Y2,...,Yn) se define su
producto escalar por:

n
(X|Y) = Z XkYk = X1Y1 + X2Y2 + -+ + XnVn
k=1

Este producto escalar se llama producto escalar euclideo.

Propiedades del producto escalar.
@ (x|x)=0,y (x|x)=0<=x=0.
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k=1

Este producto escalar se llama producto escalar euclideo.
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Dados dos vectores X = (X1, X2, ...,%n), Y = (Y1,Y2,...,Yn) se define su
producto escalar por:

n
(X|Y) = Z XkYk = X1Y1 + X2Y2 + -+ + XnVn
k=1

Este producto escalar se llama producto escalar euclideo.
Propiedades del producto escalar.
@ (x|x)=0,y (x|x)=0<=x=0.
@ Simetria. (x|y)=(y|x) Vx,y€R".
@ Linealidad. (¢x + Bylz)=«a(x|z)+ B(y|z) Ya,BER, ¥x,y,z€R".
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Distancias y normas

Dados dos vectores X = (X1, X2, ...,%n), Y = (Y1,Y2,...,Yn) se define su
producto escalar por:

n
(X|Y) = Z XkYk = X1Y1 + X2Y2 + -+ + XnVn
k=1

Este producto escalar se llama producto escalar euclideo.

Propiedades del producto escalar.
@ (x|x)=0,y (x|x)=0<=x=0.
@ Simetria. (x|y)=(y|x) Vx,y€R".
@ Linealidad. (¢x + Bylz)=«a(x|z)+ B(y|z) Ya,BER, ¥x,y,z€R".

La norma euclidea de un vector x = (X1, X2, . . . , Xn) Se define por

Ixll2 =/ (x|x) =
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Distancias y normas

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Para todos x,y € R" se verifica que

[(x[y)] < Ixll2ly 2
Ademas, supuesto que x e y no son nulos, la igualdad ‘(x‘y)‘ = [Ix]l2ll¥ 2

equivale a que exista un nimero A €R tal que x = Ay (es decir, los vectores
X e y estan en una misma recta que pasa por el origen).
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Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Para todos x,y € R" se verifica que

(x|y)| < Ixll2llyll2

Ademas, supuesto que X e y no son nulos, la igualdad |(x|y)| = [x[2[ly I
equivale a que exista un nimero A €R tal que x = Ay (es decir, los vectores
X e y estan en una misma recta que pasa por el origen).
Propiedades de la norma euclidea.

@ [x]2=0,y [x[z=0+=x=0.

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Distancias y normas

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Para todos x,y € R" se verifica que

(x|y)| < Ixll2llyll2

Ademas, supuesto que X e y no son nulos, la igualdad |(x|y)| = [x[2[ly I
equivale a que exista un nimero A €R tal que x = Ay (es decir, los vectores
X e y estan en una misma recta que pasa por el origen).
Propiedades de la norma euclidea.

@ [x]2=0,y [x[z=0+=x=0.

@ Homogeneidad. [|Ax].=|A|[Ix]2 Vx€eR", VAeR.

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Distancias y normas

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.
Para todos x,y € R" se verifica que

(x|y)| < Ixll2llyll2

Ademas, supuesto que X e y no son nulos, la igualdad |(x|y)| = [x[2[ly I
equivale a que exista un nimero A €R tal que x = Ay (es decir, los vectores
X e y estan en una misma recta que pasa por el origen).
Propiedades de la norma euclidea.

@ [x]2=0,y [x[z=0+=x=0.

@ Homogeneidad. [|Ax].=|A|[Ix]2 Vx€eR", VAeR.

@ Desigualdad triangular. Se verifica que

Ix+ylz<lxlz+ 1yl ¥x,y€R".

Ademas, supuesto que x e y no son nulos, la igualdad

Ix +yll2= x|+ llyll2 equivale a que exista un nimero A > 0 tal que
X = Ay (es decir, los vectores x e y estan en una misma semirrecta
que pasa por el origen).
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Distancias y normas

Se dice que los vectores x e y son ortogonales , y escribimosx Ly,
cuando su producto escalar es cero.
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Distancias y normas

Se dice que los vectores x e y son ortogonales , y escribimosx Ly,
cuando su producto escalar es cero.

Se dice que un vector x es ortogonal a un conjunto de vectores E C R"
cuando x es ortogonal a todo vector en E.
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Distancias y normas

Se dice que los vectores x e y son ortogonales , y escribimosx Ly,
cuando su producto escalar es cero.

Se dice que un vector x es ortogonal a un conjunto de vectores E C R"
cuando x es ortogonal a todo vector en E.

Un conjunto de vectores no nulos que son mutuamente ortogonales se
dice que es un conjunto ortogonal de vectores; si, ademas, los
vectores tienen todos norma 1 se dice que es un conjunto ortonormal
de vectores.
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cuando x es ortogonal a todo vector en E.
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dice que es un conjunto ortogonal de vectores; si, ademas, los
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Una base vectorial que también es un conjunto ortogonal (ortonormal) se
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Distancias y normas

Se dice que los vectores x e y son ortogonales , y escribimosx Ly,
cuando su producto escalar es cero.

Se dice que un vector x es ortogonal a un conjunto de vectores E C R"
cuando x es ortogonal a todo vector en E.

Un conjunto de vectores no nulos que son mutuamente ortogonales se
dice que es un conjunto ortogonal de vectores; si, ademas, los
vectores tienen todos norma 1 se dice que es un conjunto ortonormal
de vectores.

Una base vectorial que también es un conjunto ortogonal (ortonormal) se
llama una base ortogonal (ortonormal).

Si x ey son vectores no nulos, el vector

/\

ixl),
00 =y

se llama proyeccion ortogonal de  x sobre y.
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Distancias y normas

La distancia euclidea en R" es la aplicacion d, : R" x R" — R dada por:
b, y)=Ix—-yl Vx,yeR"

La distancia euclidea entre los vectores x e y es el nimero dx (X, y).
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Distancias y normas

La distancia euclidea en R" es la aplicacion d, : R" x R" — R dada por:
b, y)=Ix—-yl Vx,yeR"

La distancia euclidea entre los vectores x e y es el nimero dx (X, y).

Propiedades de la distancia euclidea.
9 d(x,y) =0,y d2(X,y)=0<=x=Yy.
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Distancias y normas

La distancia euclidea en R" es la aplicacion d, : R" x R" — R dada por:
b, y)=Ix—-yl Vx,yeR"

La distancia euclidea entre los vectores x e y es el nimero d, (X, y).
Propiedades de la distancia euclidea.

9 h(x,y)20,y dh(X,y) =0<=x =Y.

@ Simetria. dy(X,y) =da(y,x) Vx,yeR"
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Distancias y normas

La distancia euclidea en R" es la aplicacion d, : R" x R" — R dada por:
b, y)=Ix—-yl Vx,yeR"

La distancia euclidea entre los vectores x e y es el nimero dx (X, y).

Propiedades de la distancia euclidea.
Q d(x,y) =0,y do(X,y) =0<=x =Y.
@ Simetria. dy(X,y) =da(y,x) Vx,yeR"
@ Homogeneidad. d,(Ax,Ay) = |A|d(X,y) VX,y€R", VA€R.
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La distancia euclidea en R" es la aplicacion d, : R" x R" — R dada por:
b, y)=Ix—-yl Vx,yeR"

La distancia euclidea entre los vectores x e y es el nimero dx (X, y).
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@ Desigualdad triangular. d,(X,y) < do(X,2z) + d>(z, y) para todos
X,y,Zz€R",
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Distancias y normas

La distancia euclidea en R" es la aplicacion d, : R" x R" — R dada por:
b, y)=Ix—-yl Vx,yeR"

La distancia euclidea entre los vectores x e y es el nimero dx (X, y).

Propiedades de la distancia euclidea.
Q d(x,y) =0,y do(X,y) =0<=x =Y.
@ Simetria. dy(X,y) =da(y,x) Vx,yeR"
@ Homogeneidad. d,(Ax,Ay) = |A|d(X,y) VX,y€R", VA€R.

@ Desigualdad triangular. d,(X,y) < do(X,2z) + d>(z, y) para todos
X,y,Zz€R",

Sea X un espacio vectorial real. Una norma sobre X es una aplicacion
I : X — R que verifica las siguientes propiedades:
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9 [x||=04=x=0.
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La distancia euclidea en R" es la aplicacion d, : R" x R" — R dada por:
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Distancias y normas

La distancia euclidea en R" es la aplicacion d, : R" x R" — R dada por:
b, y)=Ix—-yl Vx,yeR"

La distancia euclidea entre los vectores x e y es el nimero dx (X, y).

Propiedades de la distancia euclidea.
Q d(x,y) =0,y do(X,y) =0<=x =Y.
@ Simetria. dy(X,y) =da(y,x) Vx,yeR"
@ Homogeneidad. d,(Ax,Ay) = |A|d(X,y) VX,y€R", VA€R.

@ Desigualdad triangular. d,(X,y) < do(X,2z) + d>(z, y) para todos
X,y,Zz€R",

Sea X un espacio vectorial real. Una norma sobre X es una aplicacion
I : X — R que verifica las siguientes propiedades:

9 [x||=04=x=0.

@ Homogeneidad. |Ax| =|A][x], VA€R, ¥VxeX.

@ Desigualdad triangular. |x +y| < [Ix|| + lyll Vx,yeX.
El par ordenado (X, || ||) se llama un espacio normado.
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Distancias y normas

Ejemplos de espacios normados

En R" suelen considerarse, ademas de la norma euclidea, la norma de la
suma, || ||1, y la norma del maximo, || |0, definidas para todo x e R" por:

n
Ixl= 3" Ils  lIxlloo = max{lx|: 1<k <n}
k=1
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Distancias y normas

Ejemplos de espacios normados

En R" suelen considerarse, ademas de la norma euclidea, la norma de la
suma, || ||1, y la norma del maximo, || |0, definidas para todo x e R" por:

n
Ixl= 3" Ils  lIxlloo = max{lx|: 1<k <n}
k=1

En el espacio vectorial, 8(A), de todas las funciones reales acotadas
definidas en un conjunto no vacio A C R, se define la norma uniforme dada
para toda f € B(A) por:

Iflloc = sup{If(t)] : t€A}.

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Distancias y normas

Ejemplos de espacios normados

En R" suelen considerarse, ademas de la norma euclidea, la norma de la
suma, || ||1, y la norma del maximo, || |0, definidas para todo x e R" por:

n
Ixl= 3" Ils  lIxlloo = max{lx|: 1<k <n}
k=1

En el espacio vectorial, 8(A), de todas las funciones reales acotadas
definidas en un conjunto no vacio A C R, se define la norma uniforme dada
para toda f € B(A) por:

Iflloc = sup{If(t)] : t€A}.

En el espacio vectorial, €([a, b]), de todas las funciones reales continuas
definidas en un intervalo [a, b], se define la norma integral de orden 1 dada
para todo f € €([a, b]) por:

b
Ifls = [ I1F@)] ot
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Distancias y normas

Sea E un conjunto cualquiera no vacio. Una distancia en E es una
aplicacion d: E x E — R{ que verifica las siguientes propiedades:

@ d(X,y)=0<=x=Yy.
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Distancias y normas

Sea E un conjunto cualquiera no vacio. Una distancia en E es una
aplicacion d: E x E — R{ que verifica las siguientes propiedades:

@ dX,y)=0<4<=x =Y.
@ Simetria. d(x,y) =d(y,x) Vx,y€E.
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Sea E un conjunto cualquiera no vacio. Una distancia en E es una
aplicacion d: E x E — R{ que verifica las siguientes propiedades:

@ dX,y)=0<4<=x =Y.
@ Simetria. d(x,y) =d(y,x) Vx,y€E.

@ Desigualdad triangular. d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) para todos
X,y,z€E.
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Sea E un conjunto cualquiera no vacio. Una distancia en E es una
aplicacion d: E x E — R{ que verifica las siguientes propiedades:

@ dX,y)=0<4<=x =Y.
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Distancias y normas

Sea E un conjunto cualquiera no vacio. Una distancia en E es una
aplicacion d: E x E — R{ que verifica las siguientes propiedades:

@ dX,y)=0<4<=x =Y.
@ Simetria. d(x,y) =d(y,x) Vx,y€E.

@ Desigualdad triangular. d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) para todos
X,y,z€E.

El par ordenado (E, d) se llama un espacio métrico. Los elementos
de un espacio métrico suelen llamarse puntos de dicho espacio
métrico.
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Distancias y normas

Sea E un conjunto cualquiera no vacio. Una distancia en E es una
aplicacion d: E x E — R{ que verifica las siguientes propiedades:

@ d(X,y)=0<=x=Yy.
@ Simetria. d(x,y) =d(y,x) Vx,y€E.
@ Desigualdad triangular. d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) para todos
X,y,z€E.
El par ordenado (E, d) se llama un espacio métrico. Los elementos

de un espacio métrico suelen llamarse puntos de dicho espacio
métrico.

Dado un espacio normado, (X, || |)), la aplicacion d: X x X — RE
dada por:
dx.y)=I[x—-yl  Vvx,yeX

es una distancia en X que se llama distancia asociada a la norma.
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Distancias y normas

Sea E un conjunto cualquiera no vacio. Una distancia en E es una
aplicacion d: E x E — R{ que verifica las siguientes propiedades:

@ d(X,y)=0<=x=Yy.
@ Simetria. d(x,y) =d(y,x) Vx,y€E.
@ Desigualdad triangular. d(x,y) <d(x,z) + d(z,y) para todos
X,y,z€E.
El par ordenado (E, d) se llama un espacio métrico. Los elementos
de un espacio métrico suelen llamarse puntos de dicho espacio
métrico.

Dado un espacio normado, (X, || |)), la aplicacion d: X x X — RE
dada por:
dx.y)=I[x—-yl  Vvx,yeX

es una distancia en X que se llama distancia asociada a la norma.

Todo espacio normado se considera siempre como espacio métrico
con la distancia asociada a su horma.
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Distancias y normas

Topologia de un espacio métrico

Sea (E, d) un espacio métrico. Dados un punto a€E y un nimero r > 0
definimos:
B(a,r) ={x€E:d(x,a) <r}
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Distancias y normas

Topologia de un espacio métrico

Sea (E, d) un espacio métrico. Dados un punto a€E y un nimero r > 0
definimos:
B(a,r) ={x€E:d(x,a) <r}

Se dice que un conjunto A C E es abierto en el espacio métrico (E, d) si para
cada punto x € A hay un nimero r, > 0 tal que B(x, ry) C A. Por convenio, el
conjunto vacio, @, se considera abierto.
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Distancias y normas

Topologia de un espacio métrico

Sea (E, d) un espacio métrico. Dados un punto a€E y un nimero r > 0
definimos:

B(a,r) ={x€E :d(x,a) <r}
Se dice que un conjunto A C E es abierto en el espacio métrico (E, d) si para
cada punto x € A hay un nimero r, > 0 tal que B(x, ry) C A. Por convenio, el
conjunto vacio, @, se considera abierto.

B(a,r) es abierto y se llama bola abierta de centro ay radio r.
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Distancias y normas

Topologia de un espacio métrico

Sea (E, d) un espacio métrico. Dados un punto a€E y un nimero r > 0
definimos:

B(a,r) ={x€E :d(x,a) <r}

Se dice que un conjunto A C E es abierto en el espacio métrico (E, d) si para
cada punto x € A hay un nimero r, > 0 tal que B(x, ry) C A. Por convenio, el
conjunto vacio, @, se considera abierto.

B(a,r) es abierto y se llama bola abierta de centro ay radio r.

Propiedades de los conjuntos abiertos de un espacio métrico . En todo
espacio métrico (E, d) se verifica que:
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Distancias y normas

Topologia de un espacio métrico

Sea (E, d) un espacio métrico. Dados un punto a€E y un nimero r > 0
definimos:

B(a,r) ={x€E :d(x,a) <r}

Se dice que un conjunto A C E es abierto en el espacio métrico (E, d) si para
cada punto x € A hay un nimero r, > 0 tal que B(x, ry) C A. Por convenio, el
conjunto vacio, @, se considera abierto.

B(a,r) es abierto y se llama bola abierta de centro ay radio r.

Propiedades de los conjuntos abiertos de un espacio métrico . En todo
espacio métrico (E, d) se verifica que:

@ Los conjuntos E y @ son abiertos.
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Distancias y normas

Topologia de un espacio métrico

Sea (E, d) un espacio métrico. Dados un punto a€E y un nimero r > 0
definimos:

B(a,r) ={x€E :d(x,a) <r}

Se dice que un conjunto A C E es abierto en el espacio métrico (E, d) si para
cada punto x € A hay un nimero r, > 0 tal que B(x, ry) C A. Por convenio, el
conjunto vacio, @, se considera abierto.

B(a,r) es abierto y se llama bola abierta de centro ay radio r.

Propiedades de los conjuntos abiertos de un espacio métrico . En todo
espacio métrico (E, d) se verifica que:
@ Los conjuntos E y @ son abiertos.

@ La unién de cualquier coleccion de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.
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Distancias y normas

Topologia de un espacio métrico

Sea (E, d) un espacio métrico. Dados un punto a€E y un nimero r > 0
definimos:
B(a,r) ={x€E:d(x,a) <r}

Se dice que un conjunto A C E es abierto en el espacio métrico (E, d) si para
cada punto x € A hay un nimero r, > 0 tal que B(x, ry) C A. Por convenio, el
conjunto vacio, @, se considera abierto.

B(a,r) es abierto y se llama bola abierta de centro ay radio r.
Propiedades de los conjuntos abiertos de un espacio métrico . En todo
espacio métrico (E, d) se verifica que:

@ Los conjuntos E y @ son abiertos.

@ La unién de cualquier coleccion de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

@ La interseccion de una coleccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.
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Distancias y normas

Topologia de un espacio métrico

Sea (E, d) un espacio métrico. Dados un punto a€E y un nimero r > 0
definimos:
B(a,r) ={x€E:d(x,a) <r}

Se dice que un conjunto A C E es abierto en el espacio métrico (E, d) si para
cada punto x € A hay un nimero r, > 0 tal que B(x, ry) C A. Por convenio, el
conjunto vacio, @, se considera abierto.

B(a,r) es abierto y se llama bola abierta de centro ay radio r.
Propiedades de los conjuntos abiertos de un espacio métrico . En todo
espacio métrico (E, d) se verifica que:

@ Los conjuntos E y @ son abiertos.

@ La unién de cualquier coleccion de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

@ La interseccion de una coleccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.
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Distancias y normas

Topologia de un espacio métrico

Sea (E, d) un espacio métrico. Dados un punto a€E y un nimero r > 0
definimos:
B(a,r) ={x€E:d(x,a) <r}

Se dice que un conjunto A C E es abierto en el espacio métrico (E, d) si para
cada punto x € A hay un nimero r, > 0 tal que B(x, ry) C A. Por convenio, el
conjunto vacio, @, se considera abierto.

B(a,r) es abierto y se llama bola abierta de centro ay radio r.
Propiedades de los conjuntos abiertos de un espacio métrico . En todo
espacio métrico (E, d) se verifica que:

@ Los conjuntos E y @ son abiertos.

@ La unién de cualquier coleccion de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

@ La interseccion de una coleccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto
abierto.

Las propiedades anteriores se expresan diciendo que si 7 es la clase de todos
los conjuntos abiertos de un espacio métrico (E, d), entonces 7 es una topologia
en E. Se dice que dicha topologia esta asociada a la distancia d.
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Distancias y normas

Se dice que un conjunto F C E es cerrado en el espacio métrico
(E, d) si su complementario E\F es abierto en dicho espacio métrico.
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Distancias y normas

Se dice que un conjunto F C E es cerrado en el espacio métrico
(E, d) si su complementario E\F es abierto en dicho espacio métrico.

Propiedades de los conjuntos cerrados de un espacio métrico
En todo espacio métrico (E, d) se verifica que:

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Distancias y normas

Se dice que un conjunto F C E es cerrado en el espacio métrico
(E, d) si su complementario E\F es abierto en dicho espacio métrico.

Propiedades de los conjuntos cerrados de un espacio métrico
En todo espacio métrico (E, d) se verifica que:

@ Los conjuntos E y @ son cerrados.
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Distancias y normas

Se dice que un conjunto F C E es cerrado en el espacio métrico
(E, d) si su complementario E\F es abierto en dicho espacio métrico.

Propiedades de los conjuntos cerrados de un espacio métrico
En todo espacio métrico (E, d) se verifica que:
@ Los conjuntos E y @ son cerrados.

@ La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado.
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Distancias y normas

Se dice que un conjunto F C E es cerrado en el espacio métrico
(E, d) si su complementario E\F es abierto en dicho espacio métrico.

Propiedades de los conjuntos cerrados de un espacio métrico
En todo espacio métrico (E, d) se verifica que:
@ Los conjuntos E y @ son cerrados.

@ La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado.

@ La union de una coleccion finita de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado.
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Distancias y normas

Se dice que un conjunto F C E es cerrado en el espacio métrico
(E, d) si su complementario E\F es abierto en dicho espacio métrico.

Propiedades de los conjuntos cerrados de un espacio métrico
En todo espacio métrico (E, d) se verifica que:
@ Los conjuntos E y @ son cerrados.

@ La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado.

@ La union de una coleccion finita de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado.
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Distancias y normas

Se dice que un conjunto F C E es cerrado en el espacio métrico
(E, d) si su complementario E\F es abierto en dicho espacio métrico.

Propiedades de los conjuntos cerrados de un espacio métrico
En todo espacio métrico (E, d) se verifica que:
@ Los conjuntos E y @ son cerrados.

@ La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es
un conjunto cerrado.

@ La union de una coleccion finita de conjuntos cerrados es un
conjunto cerrado.

Sean (E, d) un espacio métrico, acE y r = 0. Se verifica que el
conjunto _
B(a,r) ={xeE:d(x,a)<r}

es cerrado. Dicho conjunto se llama bola cerrada de centro a radio r.
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Distancias y normas

Sea (E, d) un espacio métricoy A C E.
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Distancias y normas

Sea (E, d) un espacio métricoy A C E.

Decimos que un punto x e E es adherente al conjunto A si toda bola
abierta centrada en x tiene puntos de A. El conjunto de todos los
puntos adherentes a A se llama la adherencia de A'y se representa
por A.
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Distancias y normas

Sea (E, d) un espacio métricoy A C E.

Decimos que un punto x e E es adherente al conjunto A si toda bola
abierta centrada en x tiene puntos de A. El conjunto de todos los
puntos adherentes a A se llama la adherencia de A'y se representa
por A.

Decimos que un punto X € E es un punto de acumulacién del
conjunto A si toda bola abierta centrada en x tiene puntos de A
distintos de x. El conjunto de todos los puntos de acumulacion de A
se llama la acumulacion de Ay se representa por A'.
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Distancias y normas

El conjunto de todos los puntos adherentes a Ay a E/A se llama la
frontera de Ay se representa por Fr(A).
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Distancias y normas

El conjunto de todos los puntos adherentes a Ay a E/A se llama la
frontera de Ay se representa por Fr(A).

Decimos que un punto X € A es un punto interior al conjunto A si hay
alguna bola abierta centrada en x contenida en A. El conjunto de
todos los puntos interiores de A se llama el interior de Ay se

representa por A.

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Distancias y normas

El conjunto de todos los puntos adherentes a Ay a E/A se llama la
frontera de Ay se representa por Fr(A).

Decimos que un punto X € A es un punto interior al conjunto A si hay
alguna bola abierta centrada en x contenida en A. El conjunto de
todos los puntos interiores de A se llama el interior de Ay se

representa por A.

Decimos que un punto X € A es un punto aislado en A si hay alguna
bola abierta B(x,r) tal que B(x,r) N A = {x}.
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Distancias y normas

Conceptos topoldgicos
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Distancias y normas

Conceptos topoldgicos

Se dice que dos distancias dy p sobre un mismo conjunto E son
equivalentes si ambas definen la misma topologia en E.
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Distancias y normas

Conceptos topoldgicos

Se dice que dos distancias dy p sobre un mismo conjunto E son
equivalentes si ambas definen la misma topologia en E.

Se dice que dos normas sobre un mismo espacio vectorial son
equivalentes si sus distancias asociadas son equivalentes.
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Distancias y normas

Conceptos topoldgicos

Se dice que dos distancias dy p sobre un mismo conjunto E son
equivalentes si ambas definen la misma topologia en E.

Se dice que dos normas sobre un mismo espacio vectorial son
equivalentes si sus distancias asociadas son equivalentes.

Sean || || y ||| ||| dos normas sobre un espacio vectorial X. Equivalen
las afirmaciones:
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Distancias y normas

Conceptos topoldgicos

Se dice que dos distancias dy p sobre un mismo conjunto E son
equivalentes si ambas definen la misma topologia en E.

Se dice que dos normas sobre un mismo espacio vectorial son
equivalentes si sus distancias asociadas son equivalentes.

Sean || || y ||| ||| dos normas sobre un espacio vectorial X. Equivalen
las afirmaciones:
a) || 'y lll lIl son normas equivalentes.

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Distancias y normas

Conceptos topoldgicos

Se dice que dos distancias dy p sobre un mismo conjunto E son
equivalentes si ambas definen la misma topologia en E.

Se dice que dos normas sobre un mismo espacio vectorial son
equivalentes si sus distancias asociadas son equivalentes.

Sean || || y ||| ||| dos normas sobre un espacio vectorial X. Equivalen
las afirmaciones:

a) || 'y lll lIl son normas equivalentes.

b) Existen nimeros m > 0, M > 0 verificandose que:

mix| < lIxlIf s Mlx] vxeX
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Convergencia en espacios métricos

Se dice que una sucesion {x,} de puntos de un espacio métrico

(E, d) es convergente si hay un elemento x €E tal que

{d(Xn, X)} — 0, es decir, para todo ¢ > 0 existe un m, €N tal que para
todo n = m, se verifica que d(xn, X) < e.
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Convergencia en espacios métricos

Se dice que una sucesion {x,} de puntos de un espacio métrico

(E, d) es convergente si hay un elemento x €E tal que

{d(Xn, X)} — 0, es decir, para todo ¢ > 0 existe un m, €N tal que para
todo n = m, se verifica que d(xn, X) < e.

Es facil comprobar que si hay algin elemento x € E que verifica la
condicién de convergencia anterior dicho elemento x es Unico. Tal
elemento se llama limite de la sucesion {x,} y escribimos

lim {x,} = x o, simplemente, {x,} — X.

n—oo
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Convergencia en espacios métricos

Se dice que una sucesion {x,} de puntos de un espacio métrico

(E, d) es convergente si hay un elemento x €E tal que

{d(Xn, X)} — 0, es decir, para todo ¢ > 0 existe un m, €N tal que para
todo n = m, se verifica que d(xn, X) < e.

Es facil comprobar que si hay algin elemento x € E que verifica la
condicién de convergencia anterior dicho elemento x es Unico. Tal
elemento se llama limite de la sucesion {x,} y escribimos

lim {x,} = x o, simplemente, {x,} — X.

n—oo

Sean (E, d) un espacio métrico, A C E y x eE. Equivalen las
siguientes afirmaciones:
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Convergencia en espacios métricos

Se dice que una sucesion {x,} de puntos de un espacio métrico

(E, d) es convergente si hay un elemento x €E tal que

{d(Xn, X)} — 0, es decir, para todo ¢ > 0 existe un m, €N tal que para
todo n = m, se verifica que d(xn, X) < e.

Es facil comprobar que si hay algin elemento x € E que verifica la
condicién de convergencia anterior dicho elemento x es Unico. Tal
elemento se llama limite de la sucesion {x,} y escribimos

lim {x,} = x o, simplemente, {x,} — X.

n—oo

Sean (E, d) un espacio métrico, A C E y x eE. Equivalen las
siguientes afirmaciones:
a) X es un punto adherente a A.
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Convergencia en espacios métricos

Se dice que una sucesion {x,} de puntos de un espacio métrico

(E, d) es convergente si hay un elemento x €E tal que

{d(Xn, X)} — 0, es decir, para todo ¢ > 0 existe un m, €N tal que para
todo n = m, se verifica que d(xn, X) < e.

Es facil comprobar que si hay algin elemento x € E que verifica la
condicién de convergencia anterior dicho elemento x es Unico. Tal
elemento se llama limite de la sucesion {x,} y escribimos

lim {x,} = x o, simplemente, {x,} — X.

n—oo

Sean (E, d) un espacio métrico, A C E y x eE. Equivalen las
siguientes afirmaciones:

a) X es un punto adherente a A.

b) x es limite de una sucesion de puntos de A.
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Convergencia en espacios métricos

Sucesion de Cauchy. Se dice que una sucesion {x,} de puntos de
un espacio métrico (E, d) cumple la condicion de Cauchy o que es
una sucesién de Cauchy, si para todo ¢ > 0 existe un m, e N tal que
para todos p = m,, q = m, se verifica que d(X,, Xq) < .
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Convergencia en espacios métricos

Sucesion de Cauchy. Se dice que una sucesion {x,} de puntos de
un espacio métrico (E, d) cumple la condicion de Cauchy o que es
una sucesién de Cauchy, si para todo ¢ > 0 existe un m, e N tal que
para todos p = m,, q = m, se verifica que d(X,, Xq) < .

Se dice que (E, d) es un espacio métrico completo si toda sucesién
de puntos de E que verifica la condicion de Cauchy es convergente.
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Convergencia en espacios métricos

Sucesion de Cauchy. Se dice que una sucesion {x,} de puntos de
un espacio métrico (E, d) cumple la condicion de Cauchy o que es
una sucesién de Cauchy, si para todo ¢ > 0 existe un m, e N tal que
para todos p = m,, q = m, se verifica que d(X,, Xq) < .

Se dice que (E, d) es un espacio métrico completo si toda sucesién
de puntos de E que verifica la condicion de Cauchy es convergente.

Un espacio normado que es completo como espacio métrico se
llama un espacio de Banach.

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Convergencia en espacios métricos

Sucesion de Cauchy. Se dice que una sucesion {x,} de puntos de
un espacio métrico (E, d) cumple la condicion de Cauchy o que es
una sucesién de Cauchy, si para todo ¢ > 0 existe un m, e N tal que
para todos p = m,, q = m, se verifica que d(X,, Xq) < .

Se dice que (E, d) es un espacio métrico completo si toda sucesién
de puntos de E que verifica la condicion de Cauchy es convergente.

Un espacio normado que es completo como espacio métrico se
llama un espacio de Banach.

Sea (E, d) un espacio métrico y A un subconjunto no vacio de E. Si
el conjunto de nimeros reales:

C={d(x,y):xeAy €A}

esta mayorado, se dice que A esta acotado, en cuyo caso el nUmero
sup(C) se llama diametro de A.
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Convergencia en espacios métricos

Sucesion de Cauchy. Se dice que una sucesion {x,} de puntos de
un espacio métrico (E, d) cumple la condicion de Cauchy o que es
una sucesién de Cauchy, si para todo ¢ > 0 existe un m, e N tal que
para todos p = m,, q = m, se verifica que d(X,, Xq) < .

Se dice que (E, d) es un espacio métrico completo si toda sucesién
de puntos de E que verifica la condicion de Cauchy es convergente.

Un espacio normado que es completo como espacio métrico se
llama un espacio de Banach.

Sea (E, d) un espacio métrico y A un subconjunto no vacio de E. Si
el conjunto de nimeros reales:

C={d(x,y):xeAy €A}

esta mayorado, se dice que A esta acotado, en cuyo caso el nUmero
sup(C) se llama diametro de A.

Se dice que una sucesion {x,} esta acotada si el conjunto {x, : ne N}
esta acotado.
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Convergencia en espacios métricos

Teorema de Bolzano — Weierstrassen  (R", || ||2). Toda sucesion acotada
de puntos de (R", || ||2) tiene alguna sucesién parcial convergente en

R [ 12)-
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Convergencia en espacios métricos

Teorema de Bolzano — Weierstrassen  (R", || ||2). Toda sucesion acotada
de puntos de (R", || ||2) tiene alguna sucesién parcial convergente en

R [ 12)-

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en un espacio vectorial de
dimensidn finita son equivalentes.
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Convergencia en espacios métricos

Teorema de Bolzano — Weierstrassen  (R", || ||2). Toda sucesion acotada
de puntos de (R", || ||2) tiene alguna sucesién parcial convergente en

R [ 12)-

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en un espacio vectorial de
dimensidn finita son equivalentes.

En todo espacio normado de dimension finita la convergencia de una
sucesion de puntos equivale a la convergencia por coordenadas.
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Convergencia en espacios métricos

Teorema de Bolzano — Weierstrassen  (R", || ||2). Toda sucesion acotada
de puntos de (R", || ||2) tiene alguna sucesién parcial convergente en

R [ 12)-

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en un espacio vectorial de
dimensidn finita son equivalentes.

En todo espacio normado de dimension finita la convergencia de una
sucesion de puntos equivale a la convergencia por coordenadas.

Las sucesiones de Cauchy y las sucesiones acotadas en un espacio
normado de dimension finita son las mismas para todas las normas.
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Convergencia en espacios métricos

Teorema de Bolzano — Weierstrassen  (R", || ||2). Toda sucesion acotada
de puntos de (R", || ||2) tiene alguna sucesién parcial convergente en

R [ 12)-

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en un espacio vectorial de
dimensidn finita son equivalentes.

En todo espacio normado de dimension finita la convergencia de una
sucesion de puntos equivale a la convergencia por coordenadas.

Las sucesiones de Cauchy y las sucesiones acotadas en un espacio
normado de dimension finita son las mismas para todas las normas.

Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach.
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Convergencia en espacios métricos

Teorema de Bolzano — Weierstrassen  (R", || ||2). Toda sucesion acotada
de puntos de (R", || ||2) tiene alguna sucesién parcial convergente en

R [ 12)-

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en un espacio vectorial de
dimensidn finita son equivalentes.

En todo espacio normado de dimension finita la convergencia de una
sucesion de puntos equivale a la convergencia por coordenadas.

Las sucesiones de Cauchy y las sucesiones acotadas en un espacio
normado de dimension finita son las mismas para todas las normas.

Todo espacio normado de dimension finita es un espacio de Banach.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Toda sucesion acotada de puntos de un
espacio normado de dimension finita tiene alguna sucesidn parcial
convergente.
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Convergencia en espacios métricos

Un subconjunto K de un espacio métrico se dice que es compacto si
toda sucesion de puntos de K tiene alguna sucesion parcial que
converge a un punto de K.
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Convergencia en espacios métricos

Un subconjunto K de un espacio métrico se dice que es compacto si
toda sucesion de puntos de K tiene alguna sucesion parcial que
converge a un punto de K.

Todo conjunto compacto de un espacio métrico es cerrado y acotado.
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Convergencia en espacios métricos

Un subconjunto K de un espacio métrico se dice que es compacto si
toda sucesion de puntos de K tiene alguna sucesion parcial que
converge a un punto de K.

Todo conjunto compacto de un espacio métrico es cerrado y acotado.

Caracterizacion de la compacidad en dimension finita. Los
conjuntos compactos en un espacio nhormado de dimensién finita son
los conjuntos cerrados y acotados.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE yf:A — F. Se dice que
f es continua en un punto « € A si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
para todo x € A con d(x, «) < é se verifica que p(f(x),f(x)) < e.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE yf:A — F. Se dice que
f es continua en un punto « € A si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
para todo x € A con d(x, «) < é se verifica que p(f(x),f(x)) < e.

Sif es continua en todos los puntos de un conjunto B C A se dice
gue f es continua en B. Si f es continua en A se dice simplemente
gue f es continua.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE yf:A — F. Se dice que
f es continua en un punto « € A si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
para todo x € A con d(x, «) < é se verifica que p(f(x),f(x)) < e.

Sif es continua en todos los puntos de un conjunto B C A se dice
gue f es continua en B. Si f es continua en A se dice simplemente
gue f es continua.

Caracterizacion secuencial de la continuidad. Sean (E, d), (F, p)
espacios métricos, AC E, f: A — F ya€A. Equivalen las siguientes
afirmaciones:
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE yf:A — F. Se dice que
f es continua en un punto « € A si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
para todo x € A con d(x, «) < é se verifica que p(f(x),f(x)) < e.

Sif es continua en todos los puntos de un conjunto B C A se dice
gue f es continua en B. Si f es continua en A se dice simplemente
gue f es continua.

Caracterizacion secuencial de la continuidad. Sean (E, d), (F, p)
espacios métricos, AC E, f: A — F ya€A. Equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) f es continua en «.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE yf:A — F. Se dice que
f es continua en un punto « € A si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
para todo x € A con d(x, «) < é se verifica que p(f(x),f(x)) < e.

Sif es continua en todos los puntos de un conjunto B C A se dice
gue f es continua en B. Si f es continua en A se dice simplemente
gue f es continua.

Caracterizacion secuencial de la continuidad. Sean (E, d), (F, p)
espacios métricos, AC E, f: A — F ya€A. Equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) f es continua en «.

b) Para toda sucesion {x,} — « con x, € A se verifica que

{f(xn)} = f(o).

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE yf:A — F. Se dice que
f es continua en un punto « € A si para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que
para todo x € A con d(x, «) < é se verifica que p(f(x),f(x)) < e.

Sif es continua en todos los puntos de un conjunto B C A se dice
gue f es continua en B. Si f es continua en A se dice simplemente
gue f es continua.

Caracterizacidn secuencial de la continuidad. Sean (E, d), (F, p)
espacios métricos, AC E, f: A — F ya€A. Equivalen las siguientes
afirmaciones:

a) f es continua en «.

b) Para toda sucesion {x,} — « con x, € A se verifica que

{f(xn)} — f(a).

Como el concepto de sucesidn convergente es topolégico, del
resultado anterior se sigue que la continuidad es una propiedad
topolégica.
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Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.
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Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.

En particular, siU C A es un conjunto abierto y fjy es continua, entonces f es
continua en U.

Pérez Gonzélez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.

En particular, siU C A es un conjunto abierto y fjy es continua, entonces f es
continua en U.

Caracterizacién topolégica de la continuidad. Sean (E,d) y (F, p) espacios
métricos y f : E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:
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Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.

En particular, siU C A es un conjunto abierto y fjy es continua, entonces f es
continua en U.

Caracterizacién topolégica de la continuidad. Sean (E,d) y (F, p) espacios
métricos y f : E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f escontinuaenE.
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Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.

En particular, siU C A es un conjunto abierto y fjy es continua, entonces f es
continua en U.

Caracterizacién topolégica de la continuidad. Sean (E,d) y (F, p) espacios
métricos y f : E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f escontinuaenE.
b) Laimagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto de E.
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Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.

En particular, siU C A es un conjunto abierto y fjy es continua, entonces f es
continua en U.

Caracterizacién topolégica de la continuidad. Sean (E,d) y (F, p) espacios
métricos y f : E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f escontinuaenE.
b) Laimagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto de E.
c) Laimagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerrado de E.
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Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.

En particular, siU C A es un conjunto abierto y fjy es continua, entonces f es
continua en U.

Caracterizacién topolégica de la continuidad. Sean (E,d) y (F, p) espacios
métricos y f : E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f escontinuaenE.
b) Laimagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto de E.
c) Laimagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerrado de E.

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.

En particular, siU C A es un conjunto abierto y fjy es continua, entonces f es
continua en U.

Caracterizacién topolégica de la continuidad. Sean (E,d) y (F, p) espacios
métricos y f : E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f escontinuaenE.
b) Laimagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto de E.
c) Laimagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerrado de E.

Sea (E, d) un espacio métricoy f : E — R una aplicacién continua. Entonces
para todo t R se verifica que:
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Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.

En particular, siU C A es un conjunto abierto y fjy es continua, entonces f es
continua en U.

Caracterizacién topolégica de la continuidad. Sean (E,d) y (F, p) espacios
métricos y f : E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f escontinuaenE.
b) Laimagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto de E.
c) Laimagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerrado de E.

Sea (E, d) un espacio métricoy f : E — R una aplicacién continua. Entonces
para todo t R se verifica que:

a) Los conjuntos {x€E :f(x) <t}y {x€E :f(x) > t} son abiertos en E.
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Continuidad

Caracter local de la continuidad.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A C E,
f: A — F ya€A. Supongamos que hay alguna bola abierta B(a, r) tal que la
restriccion fig de f al conjunto B = B(«,r) N A es continua en a. Entonces f es
continua en «.

En particular, siU C A es un conjunto abierto y fjy es continua, entonces f es
continua en U.

Caracterizacién topolégica de la continuidad. Sean (E,d) y (F, p) espacios
métricos y f : E — F. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) f escontinuaenE.

b) Laimagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto de E.

c) Laimagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerrado de E.

Sea (E, d) un espacio métricoy f : E — R una aplicacién continua. Entonces
para todo t R se verifica que:
a) Los conjuntos {x€E :f(x) <t}y {x€E :f(x) > t} son abiertos en E.

b) Los conjuntos {x €E : f(x) <t}, {x€E:f(x) =t} y{x€E :f(x) =t} son
cerrados en E.
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Continuidad

Sean dy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las
afirmaciones siguientes:
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Continuidad

Sean dy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las
afirmaciones siguientes:

a) dy p son distancias equivalentes.
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Continuidad

Sean dy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las
afirmaciones siguientes:
a) dy p son distancias equivalentes.

b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métricos (E,d) y
(E, p) son continuas.
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Continuidad

Sean dy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las
afirmaciones siguientes:
a) dy p son distancias equivalentes.

b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métricos (E,d) y
(E, p) son continuas.

c) Los espacios métricos (E, d) y (E, p) tienen las mismas
sucesiones convergentes.
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Continuidad

Sean dy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las
afirmaciones siguientes:
a) dy p son distancias equivalentes.

b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métricos (E,d) y
(E, p) son continuas.

c) Los espacios métricos (E, d) y (E, p) tienen las mismas
sucesiones convergentes.
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Continuidad

Sean dy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las
afirmaciones siguientes:

a) dy p son distancias equivalentes.

b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métricos (E,d) y
(E, p) son continuas.

c) Los espacios métricos (E, d) y (E, p) tienen las mismas
sucesiones convergentes.

Subespacio métrico.
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Sean dy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las
afirmaciones siguientes:
a) dy p son distancias equivalentes.
b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métricos (E,d) y
(E, p) son continuas.

c) Los espacios métricos (E, d) y (E, p) tienen las mismas
sucesiones convergentes.

Subespacio métrico.
Todo subconjunto no vacio de un espacio métrico (E,d) se
considera automaticamente como subespacio métrico
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Sean dy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las
afirmaciones siguientes:

a) dy p son distancias equivalentes.

b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métricos (E,d) y
(E, p) son continuas.

c) Los espacios métricos (E, d) y (E, p) tienen las mismas
sucesiones convergentes.

Subespacio métrico.
Todo subconjunto no vacio de un espacio métrico (E,d) se
considera automaticamente como subespacio métrico

Todo espacio métrico se considera como espacio topolégico con la
topologia asociada a la distancia, por tanto, todo subconjunto no
vacio A de un espacio métrico (E, d) también se considera como
espacio topoldgico con la topologia que tiene como subespac io
métrico (A, d).
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Sean dy p dos distancias en un conjunto no vacio E. Equivalen las
afirmaciones siguientes:

a) dy p son distancias equivalentes.

b) Las aplicaciones identidad entre los espacios métricos (E,d) y
(E, p) son continuas.

c) Los espacios métricos (E, d) y (E, p) tienen las mismas
sucesiones convergentes.

Subespacio métrico.
Todo subconjunto no vacio de un espacio métrico (E,d) se
considera automaticamente como subespacio métrico

Todo espacio métrico se considera como espacio topolégico con la
topologia asociada a la distancia, por tanto, todo subconjunto no
vacio A de un espacio métrico (E, d) también se considera como
espacio topoldgico con la topologia que tiene como subespac io
métrico (A, d).

Los abiertos en esta topologia se llaman abiertos relativos y los
cerrados se llaman cerrados relativos de A.
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Continuidad

Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:
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Continuidad

Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:d(x,a) <r}NA=B(ar)nA
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Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:dx,a) <r}NA=B(a,r)nNA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativos de A.

Javier Pérez Gonzalez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:dx,a) <r}NA=B(a,r)nNA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativos de A.

Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico E. Se verifica
que:
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Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:dx,a) <r}NA=B(a,r)nNA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativos de A.

Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico E. Se verifica
que:

a) Los abiertos relativos de A son las intersecciones de los abiertos
de E con A.
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Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:dx,a) <r}NA=B(a,r)nNA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativos de A.
Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico E. Se verifica
que:
a) Los abiertos relativos de A son las intersecciones de los abiertos
de E con A.
b) Los cerrados relativos de A son las intersecciones de los
cerrados de E con A.
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Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:dx,a) <r}NA=B(a,r)nNA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativos de A.
Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico E. Se verifica
que:
a) Los abiertos relativos de A son las intersecciones de los abiertos
de E con A.
b) Los cerrados relativos de A son las intersecciones de los
cerrados de E con A.
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Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:dx,a) <r}NA=B(a,r)nNA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativos de A.
Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico E. Se verifica
que:
a) Los abiertos relativos de A son las intersecciones de los abiertos
de E con A.

b) Los cerrados relativos de A son las intersecciones de los
cerrados de E con A.

Sean E y F espacios métricos, d# A C Eyf:A — F. Equivalen las
siguientes afirmaciones:
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Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:dx,a) <r}NA=B(a,r)nNA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativos de A.
Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico E. Se verifica
que:
a) Los abiertos relativos de A son las intersecciones de los abiertos
de E con A.

b) Los cerrados relativos de A son las intersecciones de los
cerrados de E con A.

Sean E y F espacios métricos, d# A C Eyf:A — F. Equivalen las
siguientes afirmaciones:

a) f es continua en A.
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Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:dx,a) <r}NA=B(a,r)nNA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativos de A.
Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico E. Se verifica
que:
a) Los abiertos relativos de A son las intersecciones de los abiertos
de E con A.

b) Los cerrados relativos de A son las intersecciones de los
cerrados de E con A.

Sean E y F espacios métricos, d# A C Eyf:A — F. Equivalen las
siguientes afirmaciones:
a) f es continua en A.
b) Laimagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto
relativo de A.
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Teniendo en cuenta que las bolas abiertas, Ba(a,r), de un punto acA
en (A, d) son de la forma:

Ba(a,r)={xeA:d(x,a) <r}={xeE:dx,a) <r}NA=B(a,r)nNA
es facil describir los abiertos y los cerrados relativos de A.

Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico E. Se verifica
que:
a) Los abiertos relativos de A son las intersecciones de los abiertos
de E con A.
b) Los cerrados relativos de A son las intersecciones de los
cerrados de E con A.

Sean E y F espacios métricos, d# A C Eyf:A — F. Equivalen las
siguientes afirmaciones:
a) f es continua en A.
b) Laimagen inversa por f de todo abierto de F es un abierto
relativo de A.
c) Laimagen inversa por f de todo cerrado de F es un cerrado
relativo de A.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f : A — F una funcién definida en A. Se dice que f es uniformemente
continua en A si

d(x,y) < $

+ + .
VeeR™ J6eR™ X,y €A

} — (00, 1)) <&
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Continuidad

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f : A — F una funcién definida en A. Se dice que f es uniformemente
continua en A si

VeeRT 35eRT : d(;(”;’)ei‘s }:p(f(x),f(y))ss

e El concepto de “continuidad uniforme” es un concepto global: depende
del comportamiento de la funcién en todo un conjunto. No tiene sentido decir
que una funcién es uniformemente continua en un punto: la continuidad
uniforme no es un concepto local.
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Continuidad

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f : A — F una funcién definida en A. Se dice que f es uniformemente
continua en A si

dix,y) <4

+ + .
VeeR™ J6eR™ X,y €A

}—=ot00.10) <

e El concepto de “continuidad uniforme” es un concepto global: depende
del comportamiento de la funcién en todo un conjunto. No tiene sentido decir
que una funcién es uniformemente continua en un punto: la continuidad
uniforme no es un concepto local.

e Toda funcién uniformemente continua en un conjunto es continua en
dicho conjunto.
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Continuidad

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f : A — F una funcién definida en A. Se dice que f es uniformemente
continua en A si

VeeRT 35eRT : d(;(”;’)ei‘s }:p(f(x),f(y))ss

e El concepto de “continuidad uniforme” es un concepto global: depende
del comportamiento de la funcién en todo un conjunto. No tiene sentido decir
que una funcién es uniformemente continua en un punto: la continuidad
uniforme no es un concepto local.

e Toda funcién uniformemente continua en un conjunto es continua en
dicho conjunto.

Teorema de Heine. Toda funcion continua en un conjunto compacto K de un
espacio métrico con valores en un espacio métrico es uniformemente
continua en K.
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Continuidad

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f : A — F una funcién definida en A. Se dice que f es uniformemente
continua en A si

d(x,y) < $

+ + .
VeeR™ J6eR™ X,y €A

}—=ot00.10) <

e El concepto de “continuidad uniforme” es un concepto global: depende
del comportamiento de la funcién en todo un conjunto. No tiene sentido decir
que una funcién es uniformemente continua en un punto: la continuidad
uniforme no es un concepto local.

e Toda funcién uniformemente continua en un conjunto es continua en
dicho conjunto.

Teorema de Heine. Toda funcion continua en un conjunto compacto K de un
espacio métrico con valores en un espacio métrico es uniformemente
continua en K.

Se dice que un espacio normado es localmente compacto si las bolas
cerradas son compactos.
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Continuidad

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f : A — F una funcién definida en A. Se dice que f es uniformemente
continua en A si

d(x,y) < $

+ + .
VeeR™ J6eR™ X,y €A

}—=ot00.10) <

e El concepto de “continuidad uniforme” es un concepto global: depende
del comportamiento de la funcién en todo un conjunto. No tiene sentido decir
que una funcién es uniformemente continua en un punto: la continuidad
uniforme no es un concepto local.

e Toda funcién uniformemente continua en un conjunto es continua en
dicho conjunto.

Teorema de Heine. Toda funcion continua en un conjunto compacto K de un
espacio métrico con valores en un espacio métrico es uniformemente
continua en K.

Se dice que un espacio normado es localmente compacto si las bolas
cerradas son compactos.

Teorema de Riesz, 1918. Un espacio normado es de dimension finita si, y
sélo si, es localmente compacto.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f: A — F. Sedice que f es lipchiciana si existe M > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Md(x,y) Vx,y €A.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f: A — F. Sedice que f es lipchiciana si existe M > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Md(x,y) Vx,y €A.

SiM < 1 se dice que f es una aplicacién contractiva. Cualquier M > 0 que
satisfaga la desigualdad anterior se llama una constante de Lipschitz para f.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f: A — F. Sedice que f es lipchiciana si existe M > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Md(x,y) Vx,y €A.

SiM < 1 se dice que f es una aplicacién contractiva. Cualquier M > 0 que
satisfaga la desigualdad anterior se llama una constante de Lipschitz para f.

Las funciones lipchicianas son uniformemente continuas.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f: A — F. Sedice que f es lipchiciana si existe M > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Md(x,y) Vx,y €A.

SiM < 1 se dice que f es una aplicacién contractiva. Cualquier M > 0 que
satisfaga la desigualdad anterior se llama una constante de Lipschitz para f.

Las funciones lipchicianas son uniformemente continuas.

Sean (E, || 1), (F, Il lll) espacios normadosy T : E — F una aplicacién
lineal. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) T es continua.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f: A — F. Sedice que f es lipchiciana si existe M > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Md(x,y) Vx,y €A.

SiM < 1 se dice que f es una aplicacién contractiva. Cualquier M > 0 que
satisfaga la desigualdad anterior se llama una constante de Lipschitz para f.

Las funciones lipchicianas son uniformemente continuas.

Sean (E, || 1), (F, Il lll) espacios normadosy T : E — F una aplicacién
lineal. Equivalen las siguientes afirmaciones:
a) T es continua.

b) T es continuaen 0.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f: A — F. Sedice que f es lipchiciana si existe M > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Md(x,y) Vx,y €A.

SiM < 1 se dice que f es una aplicacién contractiva. Cualquier M > 0 que
satisfaga la desigualdad anterior se llama una constante de Lipschitz para f.

Las funciones lipchicianas son uniformemente continuas.
Sean (E, || 1), (F, Il lll) espacios normadosy T : E — F una aplicacién
lineal. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) T es continua.

b) T es continuaen 0.

c) Existe M > 0O tal que |||T (x)||| < M||x|| paratodox €E.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f: A — F. Sedice que f es lipchiciana si existe M > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Md(x,y) Vx,y €A.

SiM < 1 se dice que f es una aplicacién contractiva. Cualquier M > 0 que
satisfaga la desigualdad anterior se llama una constante de Lipschitz para f.

Las funciones lipchicianas son uniformemente continuas.
Sean (E, || 1), (F, Il lll) espacios normadosy T : E — F una aplicacién
lineal. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) T es continua.

b) T es continuaen 0.

c) Existe M > 0O tal que |||T (x)||| < M||x|| paratodox €E.

d) T es lipchiciana.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f: A — F. Sedice que f es lipchiciana si existe M > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Md(x,y) Vx,y €A.

SiM < 1 se dice que f es una aplicacién contractiva. Cualquier M > 0 que
satisfaga la desigualdad anterior se llama una constante de Lipschitz para f.

Las funciones lipchicianas son uniformemente continuas.
Sean (E, || 1), (F, Il lll) espacios normadosy T : E — F una aplicacién
lineal. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) T es continua.

b) T es continuaen 0.

c) Existe M > 0O tal que |||T (x)||| < M||x|| paratodox €E.

d) T es lipchiciana.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, A un subconjunto no vacio de E y
f: A — F. Sedice que f es lipchiciana si existe M > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Md(x,y) Vx,y €A.

SiM < 1 se dice que f es una aplicacién contractiva. Cualquier M > 0 que
satisfaga la desigualdad anterior se llama una constante de Lipschitz para f.

Las funciones lipchicianas son uniformemente continuas.
Sean (E, || 1), (F, Il lll) espacios normadosy T : E — F una aplicacién
lineal. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) T es continua.

b) T es continuaen 0.

c) Existe M > 0O tal que |||T (x)||| < M||x|| paratodox €E.

d) T es lipchiciana.

Toda aplicacién lineal de un espacio normado de dimension finita en otro
espacio normado es continua.
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Continuidad

Campos escalares.
Operaciones con campos escalares.
Funciones racionales de varias variables.
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A— F yaecA’. Sedice que f
tiene limite en « si hay un elemento £ €F con la propiedad siguiente:

Xli_ngaf(X)=€<=)|:Vs€R+ IBeRT : O<d§xe,z)<8 }=>p(f(x),ﬁ)<s]
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Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A— F yaecA’. Sedice que f
tiene limite en « si hay un elemento £ €F con la propiedad siguiente:

0<dx,a) <6

; - + + .
XIﬂwaf(x)—(H:}[‘v’se]R 5eR™ . XA

} = p(f(x),4) < s]
Es facil comprobar que solamente puede haber un elemento £ €F que cumpla la
condicién anterior. Se dice que £ es el limite de f en el punto « y escribimos

Iin f(x)=4¢.

X o
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Continuidad

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A— F yaecA’. Sedice que f
tiene limite en « si hay un elemento £ €F con la propiedad siguiente:

0<dx,a) <6

; - + + .
XIﬂwaf(x)—(H:}[‘v’se]R 5eR™ . XA

} —p(f(x),4) < s]
Es facil comprobar que solamente puede haber un elemento £ €F que cumpla la
condicién anterior. Se dice que £ es el limite de f en el punto « y escribimos

lim f(x) =4.

X—>o

Una notacion mejor para el limite seria Xlﬂpaf(x) = £ para indicar que solamente

XEA
se consideran valores de la variable x € A.
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Continuidad

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A— F yaecA’. Sedice que f
tiene limite en « si hay un elemento £ €F con la propiedad siguiente:

0<dx,a) <6

; - + + .
XIﬂwaf(x)—(H:}[‘v’se]R 5eR™ . XA

} —p(f(x),4) < s]

Es facil comprobar que solamente puede haber un elemento £ €F que cumpla la

condicién anterior. Se dice que £ es el limite de f en el punto « y escribimos

lim f(x) =4.

X—>o

Una notacion mejor para el limite seria Xlﬂpaf(x) = { para indicar que solamente
X€EA

se consideran valores de la variable x €A.

Observa que en la definicién se supone que ¢ €A’ es un punto de acumulacién

de A. Esto asegura que para todo § > 0, hay puntos x €A que cumplen la

condicion 0 < d(x, @) < §. Por otra parte, puede ocurrir que @ € A, en cuyo caso

f puede no estar definida en «.
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Continuidad

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A— F yaecA’. Sedice que f
tiene limite en « si hay un elemento £ €F con la propiedad siguiente:

Xli_ngaf(X)=€<=}|:Vs€R+ IBeRT : O<d§xe,z)<8 }=>p(f(x),ﬁ)<s]

Es facil comprobar que solamente puede haber un elemento £ €F que cumpla la

condicién anterior. Se dice que £ es el limite de f en el punto « y escribimos

lim f(x) =4.

X—>o

Una notacion mejor para el limite seria Xlﬂpaf(x) = { para indicar que solamente
X€EA

se consideran valores de la variable x €A.

Observa que en la definicién se supone que ¢ €A’ es un punto de acumulacién

de A. Esto asegura que para todo § > 0, hay puntos x €A que cumplen la

condicion 0 < d(x, @) < §. Por otra parte, puede ocurrir que @ € A, en cuyo caso

f puede no estar definida en «.

La condicién 0 < d(x, @) < § es una forma de escribir x # a y d(x, @) < ¢. Es
decir, en la definicion de limite no interviene para nada, en el caso de que f esté
definida en «, el valor que f pueda tener en «.
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Continuidad

Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEB;’((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]
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Continuidad

Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEB;’((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.
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Continuidad

Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEB;’((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.

Caracterizacion secuencial del limite funcional. Sean (E, d), (F, p) espacios
métricos, A CE,f: A — F ya€A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:
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Continuidad

Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEB;’((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.
Caracterizacion secuencial del limite funcional. Sean (E, d), (F, p) espacios
métricos, A CE,f: A — F ya€A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:
a) lim f(x)=¢.
X—>o
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Continuidad

Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEB;’((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.
Caracterizacion secuencial del limite funcional. Sean (E, d), (F, p) espacios
métricos, A CE,f: A — F ya€A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:
a) lim f(x)=¢.
X—>o
b) Para toda sucesion {x,} de puntos de A distintos de «, x, €A\ {a}, que
d "
converge a «, {x,} — «, se verifica que {f (xn)} L)
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Continuidad

Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEB;’((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.
Caracterizacion secuencial del limite funcional. Sean (E, d), (F, p) espacios
métricos, A CE,f: A — F ya€A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:
a) lim f(x)=¢.
X—>o
b) Para toda sucesion {x,} de puntos de A distintos de «, x, €A\ {a}, que
d "
converge a «, {x,} — «, se verifica que {f (xn)} L)
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Continuidad

Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEBf((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.
Caracterizacion secuencial del limite funcional. Sean (E, d), (F, p) espacios
métricos, A CE,f: A — F ya€A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) lim f(x)=¢.

X—>a
b) Para toda sucesion {x,} de puntos de A distintos de «, x, €A\ {a}, que

d e

converge a «, {x,} — «, se verifica que {f (xn)} L)
Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A—FyaecANA’. Equivalen
las siguientes afirmaciones:
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Continuidad

Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEBf((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.
Caracterizacion secuencial del limite funcional. Sean (E, d), (F, p) espacios
métricos, A CE,f: A — F ya€A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) lim f(x)=¢.

X—>a
b) Para toda sucesion {x,} de puntos de A distintos de «, x, €A\ {a}, que

converge a «, {X} S «, se verifica que {f(x,)} L)
Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A—FyaecANA’. Equivalen
las siguientes afirmaciones:
a) f es continua en «.
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Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEBf((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.
Caracterizacion secuencial del limite funcional. Sean (E, d), (F, p) espacios
métricos, A CE,f: A — F ya€A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) lim f(x)=¢.

X—>a
b) Para toda sucesion {x,} de puntos de A distintos de «, x, €A\ {a}, que

d " 0
converge a «, {x,} — «, se verifica que {f(x,)} — £.
Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A—FyaecANA’. Equivalen
las siguientes afirmaciones:
a) f es continua en «.
b) lim f(x) =f().
X—o
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Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEBf((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.
Caracterizacion secuencial del limite funcional. Sean (E, d), (F, p) espacios
métricos, A CE,f: A — F ya€A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) lim f(x)=¢.

X—>a
b) Para toda sucesion {x,} de puntos de A distintos de «, x, €A\ {a}, que

d " 0
converge a «, {x,} — «, se verifica que {f(x,)} — £.
Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A—FyaecANA’. Equivalen
las siguientes afirmaciones:
a) f es continua en «.
b) lim f(x) =f().
X—o
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Podemos escribir la definicién de limite usando bolas abiertas:

XIi_r)naf(x)=K<=)|:VBp(€,s) BB, 8) : XEBf((‘;’Z)“A }:f(x)esp(z,e)]

En lo anterior puede sustituirse “bolas abiertas centradas en « 0 en £” por
“abiertos que contengan a « 0 a £”. Es decir, el concepto de limite de una funcién
en un punto es un concepto topolégico.

Caracterizacion secuencial del limite funcional. Sean (E, d), (F, p) espacios
métricos, A CE,f: A — F ya€A’. Equivalen las siguientes afirmaciones:
a) lim f(x)=¢.
X—>o
b) Para toda sucesion {x,} de puntos de A distintos de «, x, €A\ {a}, que
converge a «, {X} S «, se verifica que {f(x,)} L)

Sean (E, d), (F, p) espacios métricos, ACE,f:A—FyaecANA’. Equivalen
las siguientes afirmaciones:

a) f es continua en «.
b) lim f(x) =f().
X—>o
Caracter local del limite funcional.  Sean (E, d), (F, p) espacios métricos,
ACE,f:A—FyaecA’. Supongamos que hay alguna bola abierta B(«, r) tal
que la restriccion fig de f al conjunto B = B(«, r) N A tiene limite en « igual a £.
Entonces f también tiene limite en « igual a £.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Componentes de una funcion vectorial. SeaACR"yF:A— R™una
funcién vectorial. Para cada x € A se tiene que F(X) es un vector de R™.
Para 1 < k < m definamos fy = x o F: A — R donde 7k es la proyeccion
coordenada k-ésima. Las funciones fy asi definidas son campos escalares
que se llaman componentes de F. Para cada x €A se tiene que

F(x) = (1), R2(x), ..., Tn(x)) = D fu(x)uy

k=1

donde {uk : 1 <k <mj} es la base canénica de R™.

Pérez Gonzélez Andlisis Matematico | Espacios métricos y espacios normados



Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Componentes de una funcion vectorial. SeaACR"yF:A— R™una
funcién vectorial. Para cada x € A se tiene que F(X) es un vector de R™.
Para 1 < k < m definamos fy = x o F: A — R donde 7k es la proyeccion
coordenada k-ésima. Las funciones fy asi definidas son campos escalares
que se llaman componentes de F. Para cada x €A se tiene que

F(x) = (1), R2(x), ..., Tn(x)) = D fu(x)uy

k=1
donde {uk : 1 <k <mj} es la base canénica de R™.

Escribiremos F = (f1,f2, ..., fn) paraindicar que F es un campo vectorial
cuyos campos escalares componentes son los fx (L <k <m).
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Componentes de una funcion vectorial. SeaACR"yF:A— R™una
funcién vectorial. Para cada x € A se tiene que F(X) es un vector de R™.
Para 1 < k < m definamos fy = x o F: A — R donde 7k es la proyeccion
coordenada k-ésima. Las funciones fy asi definidas son campos escalares
que se llaman componentes de F. Para cada x €A se tiene que

F(x) = (1), R2(x), ..., Tn(x)) = D fu(x)uy

k=1

donde {uk : 1 <k <mj} es la base canénica de R™.

Escribiremos F = (f1,f2, ..., fn) paraindicar que F es un campo vectorial
cuyos campos escalares componentes son los fx (L <k <m).

Sea F = (f,f2,...,fm) : A— R™ un campo vectorial de n variables. Se
verifica que:

@ F es continuo en un punto & €A si, y s6lo si, todos los campos
escalares fx son continuos en «.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Componentes de una funcion vectorial. SeaACR"yF:A— R™una
funcién vectorial. Para cada x € A se tiene que F(X) es un vector de R™.
Para 1 < k < m definamos fy = x o F: A — R donde 7k es la proyeccion
coordenada k-ésima. Las funciones fy asi definidas son campos escalares
que se llaman componentes de F. Para cada x €A se tiene que

F(x) = (1), R2(x), ..., Tn(x)) = D fu(x)uy

k=1

donde {uk : 1 <k <mj} es la base canénica de R™.

Escribiremos F = (f1,f2, ..., fn) paraindicar que F es un campo vectorial
cuyos campos escalares componentes son los fx (L <k <m).

Sea F = (f,f2,...,fm) : A— R™ un campo vectorial de n variables. Se
verifica que:

@ F es continuo en un punto & €A si, y s6lo si, todos los campos
escalares fx son continuos en «.

o lim F(x) =B ¢ lim fi(x) =g (L<k<m).
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

@ Seaf:A— Rdonde ACR"yacA’. Sedice quef es
positivamente divergente en « si para todo M > 0 existe § > 0 tal
gue paratodo xeA con 0 < ||x — | < § se verifica que
[f(x)| > M. Simbdlicamente escribimos XIianf(x) = +o00.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

@ Seaf:A— Rdonde ACR"yacA’. Sedice quef es
positivamente divergente en « si para todo M > 0 existe § > 0 tal
gue paratodo xeA con 0 < ||x — | < § se verifica que
[f(x)| > M. Simbdlicamente escribimos XIianf(x) = +o00.

@ Se dice que f es negativamente divergente en & si —f es
positivamente divergente en «, en cuyo caso escribimos

lim f(x) = —o0.
X—=>o
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

@ Seaf:A— Rdonde ACR"yacA’. Sedice quef es
positivamente divergente en « si para todo M > 0 existe § > 0 tal
gue paratodo xeA con 0 < ||x — | < § se verifica que
[f(x)| > M. Simbdlicamente escribimos XIianf(x) = +o00.

@ Se dice que f es negativamente divergente en & si —f es
positivamente divergente en «, en cuyo caso escribimos

lim f(x) = —o0.
X—>o

@ Se dice que f es divergente en « si |f| es positivamente
divergente en a, en cuyo caso escribimos lim f(x) = co.

X—>0
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Si existe XIi_r)natf(x) = £ entonces para todo conjunto B C A con e €B’ también se
X €A
verifica que XIgno‘f(x) =/.
X€B
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Si existe XIi_r)natf(x) = £ entonces para todo conjunto B C A con e €B’ también se
X €A
verifica que "“—er%"f(X) =/.
X
En particular, siB = {& + tu : t€R} N A, entonces se tiene que:

lim f(x) = lim f(x + tu)
X—>0 t—0
x€B

Este limite se llama limite de f en & segun la direccién dada por el vector u.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Si existe XIi_r)natf(x) = £ entonces para todo conjunto B C A con e €B’ también se
X €A
verifica que "“—er%"f(X) =/.
X
En particular, siB = {& + tu : t€R} N A, entonces se tiene que:

lim f(x) = lim f(x + tu)
X—>o t—0
x€B

Este limite se llama limite de f en & segun la direccién dada por el vector u.
Segun acabamos de decir, si existe XIi_n)watf(x) = { entonces también debe ser

X €A
Iimof(a + tu) = £ para todo vector unitario u.
t—
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Si existe XIi_r)natf(x) = £ entonces para todo conjunto B C A con e €B’ también se
X €A
verifica que XIgno‘f(x) =/.
X€B
En particular, siB = {& + tu : t€R} N A, entonces se tiene que:

Jm f(x) = lim f (a + tu)
x€B

Este limite se llama limite de f en & segun la direccién dada por el vector u.
Segun acabamos de decir, si existe XIi_n)watf(x) = { entonces también debe ser

X €A
tIimof(oz + tu) = £ para todo vector unitario u.
—

Podemos generalizar considerando en vez de una recta que pasa por « otro tipo
de curvas que pasan por a, por ejemplo, pardbolas Y(t) = (t, At?) o
Y() = (A2, 1).
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Si existe XIi_r)natf(x) = £ entonces para todo conjunto B C A con e €B’ también se
X €A
verifica que XIl_er%uf(x) =/.
X
En particular, siB = {& + tu : t€R} N A, entonces se tiene que:

lim f(x) = lim f(x + tu)
X—>0 t—0
x€B

Este limite se llama limite de f en & segun la direccién dada por el vector u.
Segun acabamos de decir, si existe XIi_n)watf(x) = { entonces también debe ser

X €A
Iimof(a + tu) = £ para todo vector unitario u.
t—

Podemos generalizar considerando en vez de una recta que pasa por « otro tipo
de curvas que pasan por a, por ejemplo, pardbolas Y(t) = (t, At?) o

Y(t) = (At?,1).

En general, si Y(t) = (x(t), y(t)) es una curva que pasa por «, Y(0) = «, el limite
tIi_r)nof(Y(t)) se llama limite de f en & a lo largo de la curva Y.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Si existe XIi_r)natf(x) = £ entonces para todo conjunto B C A con e €B’ también se
X €A
verifica que XIgnctf(x) =/.
X€B
En particular, siB = {& + tu : t€R} N A, entonces se tiene que:

xlinaf(x) = tIﬂﬁof(oz + tu)

X€B
Este limite se llama limite de f en & segun la direccién dada por el vector u.
Segun acabamos de decir, si existe XIi_n)watf(x) = { entonces también debe ser

X €A
tIimof(oz + tu) = £ para todo vector unitario u.
—

Podemos generalizar considerando en vez de una recta que pasa por « otro tipo
de curvas que pasan por a, por ejemplo, pardbolas Y(t) = (t, At?) o

Y(t) = (M2, 1).

En general, si Y(t) = (x(t), y(t)) es una curva que pasa por «, Y(0) = «, el limite
tIi_r)nof(Y(t)) se llama limite de f en & a lo largo de la curva Y.

Si existe el limite de f en a entonces existe el limite de f a lo largo de toda curva
que pasa por « y todos ellos coinciden con el valor del limite.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Puesto que un vector unitario en R? con la norma euclidea es de la forma
u = (cosv,sen?d), y & = (a, b), suelen escribirse los limites direccionales en la
forma:

limf(ee +tu) = limf(a+tcosd, b+ tsend)

t—0 t—0
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Puesto que un vector unitario en R? con la norma euclidea es de la forma
u = (cosv,sen?d), y & = (a, b), suelen escribirse los limites direccionales en la
forma:

limf(ee +tu) = limf(a+tcosd, b+ tsend)

t—0 t—0

Es frecuente escribir una recta que pasa por (a, b) en la forma
Y(t) = (a+t,b+ At) donde A €R es un parametro fijo — la pendiente de la recta
— en cuyo caso los limites direccionales en (a, b) vienen dados por:

tIimof(a +t,b+ At)
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Puesto que un vector unitario en R? con la norma euclidea es de la forma
u = (cosv,sen?d), y & = (a, b), suelen escribirse los limites direccionales en la
forma:

limf(ee +tu) = limf(a+tcosd, b+ tsend)

t—0 t—0

Es frecuente escribir una recta que pasa por (a, b) en la forma
Y(t) = (a+t,b+ At) donde A €R es un parametro fijo — la pendiente de la recta
— en cuyo caso los limites direccionales en (a, b) vienen dados por:

tIimof(a +t,b+ At)

Cuando (a, b) = (0, 0) las rectas por el origen suelen representarse en la forma
Y(t) = (t,At) o Y(t) = (At,t) donde A es un parametro fijo.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Puesto que un vector unitario en R? con la norma euclidea es de la forma
u = (cosv,sen?d), y & = (a, b), suelen escribirse los limites direccionales en la
forma:

limf(ee +tu) = limf(a+tcosd, b+ tsend)

t—0 t—0

Es frecuente escribir una recta que pasa por (a, b) en la forma
Y(t) = (a+t,b+ At) donde A €R es un parametro fijo — la pendiente de la recta
— en cuyo caso los limites direccionales en (a, b) vienen dados por:

tIimof(a +t,b+ At)

Cuando (a, b) = (0, 0) las rectas por el origen suelen representarse en la forma
Y(t) = (t, At) 0 Y(t) = (At,t) donde A es un parametro fijo.

Con frecuencia es mas comodo estudiar los limites en (0, 0). Esto puede hacerse
siempre mediante una traslacion pues:

lim f(x,y)= lim
x.y)

fx+a,y+b
(x.y)—(a.b) —(0,0) ( y )
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Puesto que un vector unitario en R? con la norma euclidea es de la forma
u = (cosv,sen?d), y & = (a, b), suelen escribirse los limites direccionales en la
forma:

limf(ee +tu) = limf(a+tcosd, b+ tsend)

t—0 t—0

Es frecuente escribir una recta que pasa por (a, b) en la forma
Y(t) = (a+t,b+ At) donde A €R es un parametro fijo — la pendiente de la recta
— en cuyo caso los limites direccionales en (a, b) vienen dados por:

tIimof(a +t,b+ At)

Cuando (a, b) = (0, 0) las rectas por el origen suelen representarse en la forma
Y(t) = (t, At) 0 Y(t) = (At,t) donde A es un parametro fijo.

Con frecuencia es mas comodo estudiar los limites en (0, 0). Esto puede hacerse
siempre mediante una traslacion pues:

lim  f(x,y)= lim
x.y)—>(a,b) &4 x.y)—>(0,

0)f(x +a,y +b)

Hay que observar que la existencia de todos los limites direccionales en un punto
siendo, ademas, todos ellos iguales, no garantiza la existencia del limite en dicho
punto.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Seaf:A — R donde A=1xJ\{(0,0)} siendo I, J intervalos abiertos en R que
contienen al 0. Supongamos que para todo x €1\ {0} existe Iimof(x,y). Tal limite
y—)

dependera en general del valor fijado de x €1\ {0}. Definimos:
G:I\{0} > R G(x) = Iimof(x,y)
y—>
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Seaf:A — R donde A=1xJ\{(0,0)} siendo I, J intervalos abiertos en R que
contienen al 0. Supongamos que para todo x €1\ {0} existe Iimof(x,y). Tal limite
y—)

dependera en general del valor fijado de x €1\ {0}. Definimos:
G:I\{0} > R G(x) = Iimof(x,y)
y—>

Si la funciéon G tiene limite en 0 dicho limite se llama un limite iterado de f en
(0,0) y se representa por:

lim G(x) = lim (Iim f(x,y))
x—0 x—0 \y—0
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Seaf:A — R donde A=1xJ\{(0,0)} siendo I, J intervalos abiertos en R que
contienen al 0. Supongamos que para todo x €1\ {0} existe Iimof(x,y). Tal limite
y—)

dependera en general del valor fijado de x €1\ {0}. Definimos:
G:I\{0} > R G(x) = Iimof(x,y)
y—>

Si la funciéon G tiene limite en 0 dicho limite se llama un limite iterado de f en
(0,0) y se representa por:

lim G(x) = lim (Iim f(x,y))
x—0 x—0 \y—0
Si para todo y € J\ {0} existe Iimof(x, y), podemos definir la funcién:
X—>

H:J\{0} > R H(y)=xlil1>10f(x,y)
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Seaf:A — R donde A=1xJ\{(0,0)} siendo I, J intervalos abiertos en R que
contienen al 0. Supongamos que para todo x €1\ {0} existe Iimof(x,y). Tal limite
y—)

dependera en general del valor fijado de x €1\ {0}. Definimos:
G:I\{0} > R G(x) = Iimof(x,y)
y—>

Si la funciéon G tiene limite en 0 dicho limite se llama un limite iterado de f en
(0,0) y se representa por:

lim G(x) = lim (Iim f(x,y))
x—0 x—0 \y—0
Si para todo y € J\ {0} existe Iimof(x, y), podemos definir la funcién:
X—>
H:J\{0} > R H(y) = Iimof(x,y)
X—>

Si la funcién H tiene limite en 0 dicho limite se llama un limite iterado de f en
(0,0) y se representa por:

ylino HY) = ylino (xlinof(x’ y))
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Seaf:A — R donde A=1xJ\{(0,0)} siendo I, J intervalos abiertos en R que
contienen al 0. Supongamos que para todo x €1\ {0} existe Iimof(x,y). Tal limite
y—)

dependera en general del valor fijado de x €1\ {0}. Definimos:
G:I\{0} > R G(x) = Iimof(x,y)
y—>

Si la funciéon G tiene limite en 0 dicho limite se llama un limite iterado de f en
(0,0) y se representa por:

lim G(x) = lim (Iim f(x,y))
x—0 x—0 \y—0
Si para todo y € J\ {0} existe Iimof(x, y), podemos definir la funcién:
X—>
H:J\{0} > R H(y) = Iimof(x,y)
X—>

Si la funcién H tiene limite en 0 dicho limite se llama un limite iterado de f en
(0,0) y se representa por:

ylino HY) = ylino (Xlinof(x,y))

Los limites iterados pueden no existir incluso aunque exista el limite de f en
(0,0).
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

En la situacion que estamos considerando, supongamos que:
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

En la situacion que estamos considerando, supongamos que:
@ Los dos limites iterados existen y son distintos.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

En la situacion que estamos considerando, supongamos que:
@ Los dos limites iterados existen y son distintos.
@ La funcién G existe pero no existe el limite de G en 0.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

En la situacion que estamos considerando, supongamos que:
@ Los dos limites iterados existen y son distintos.
@ La funcién G existe pero no existe el limite de G en 0.
@ La funcion H existe pero no existe el limite de H en 0.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

En la situacion que estamos considerando, supongamos que:
@ Los dos limites iterados existen y son distintos.
@ La funcién G existe pero no existe el limite de G en 0.
@ La funcion H existe pero no existe el limite de H en 0.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

En la situacion que estamos considerando, supongamos que:
@ Los dos limites iterados existen y son distintos.
@ La funcién G existe pero no existe el limite de G en 0.
@ La funcion H existe pero no existe el limite de H en 0.
Entonces no existe el limite de f en (0, 0).
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

En la situacion que estamos considerando, supongamos que:

@ Los dos limites iterados existen y son distintos.

@ La funcién G existe pero no existe el limite de G en 0.

@ La funcion H existe pero no existe el limite de H en 0.
Entonces no existe el limite de f en (0, 0).
Si existe solamente uno de los limites iterados o bien ambos y coinciden,
entonces el limite de f en (0, 0) puede no existir, pero si existe es igual al valor de
dicho limite iterado.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

En la situacion que estamos considerando, supongamos que:
@ Los dos limites iterados existen y son distintos.
@ La funcién G existe pero no existe el limite de G en 0.
@ La funcion H existe pero no existe el limite de H en 0.
Entonces no existe el limite de f en (0, 0).

Si existe solamente uno de los limites iterados o bien ambos y coinciden,
entonces el limite de f en (0, 0) puede no existir, pero si existe es igual al valor de
dicho limite iterado.

Limites en polares. Seaf:A — R donde A =B,((0,0),r)\ {(0,0)} y
B,((0,0),r) es la bola euclidea abierta en R? centrada en el origen de radio r.
Definamos la funcién:

g:]0, r[x[0, 27x[— R definida por g(p, ) =f(pocos?, psen})
y sea

G:]0,r[— R definida por G(p) =sup{g(p,?):0<9 < 2n}
Entonces se verifica que:

im  f(x,y)=£ < lim G(p) =4
(x,y)l—>(0,0) (X y) DI—>0 (p)
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Sea @ # C C R. Equivalen las afirmaciones:
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Sea @ # C C R. Equivalen las afirmaciones:
a) C es un intervalo.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Sea @ # C C R. Equivalen las afirmaciones:

a) C es un intervalo.

b) Para toda funcion continua f : C — R se verifica que f(C) es un
intervalo.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Sea @ # C C R. Equivalen las afirmaciones:

a) C es un intervalo.

b) Para toda funcion continua f : C — R se verifica que f(C) es un
intervalo.

Sea E un espacio métricoy @ # C C E se dice que C es un conjunto
conexo si para toda funcion continua f : C — R se verifica que f(C)
es un intervalo.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Sea @ # C C R. Equivalen las afirmaciones:

a) C es un intervalo.

b) Para toda funcion continua f : C — R se verifica que f(C) es un
intervalo.

Sea E un espacio métricoy @ # C C E se dice que C es un conjunto
conexo si para toda funcion continua f : C — R se verifica que f(C)
es un intervalo.

Un conjunto @ # C C E de un espacio métrico E es conexo si, y solo
si, la Unica particion de C por abiertos relativos es la trivial. Es decir,
si Ay B son abiertos relativos de CconANB=@0yC=AUB
entonces el par {A, B} ha de ser la particion trivial {A,B} = {d,C}.
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Continuidad y limites de campos escalares y vectoriales

Sea @ # C C R. Equivalen las afirmaciones:

a) C es un intervalo.

b) Para toda funcion continua f : C — R se verifica que f(C) es un
intervalo.

Sea E un espacio métricoy @ # C C E se dice que C es un conjunto
conexo si para toda funcion continua f : C — R se verifica que f(C)
es un intervalo.

Un conjunto @ # C C E de un espacio métrico E es conexo si, y solo
si, la Unica particion de C por abiertos relativos es la trivial. Es decir,
si Ay B son abiertos relativos de CconANB=@0yC=AUB
entonces el par {A, B} ha de ser la particion trivial {A,B} = {d,C}.

Sean E y F espacios métrico, C un subconjunto conexo de E y
f : C — F una funcién continua. Entonces se verifica que f(C) es
conexo.
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